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 カ オ ス の 発 見 に 伴 い 決 定 論 的 な 力 学 法 則 が 様 々 な 確 率 過 程 を 生 み 出 す こ と が わ
か り 、 自 然 現 象 の 複 雑 さ の 原 因 の 一 つ が カ オ ス に あ る と 考 え ら れ て き て い る ． 特
に 、 強 い カ オ ス 系 で あ る 双 曲 型 カ オ ス 力 学 系 の 研 究 は 著 し く 進 歩 し 、 平 衡 へ の 緩
和 過 程 、 エ ル ゴ ー ド 性 、 そ し て 、 混 合 性 な ど を 理 論 的 に 解 明 し 、 複 雑 な 振 る 舞 い
を 示 す 自 然 現 象 の 理 解 に 大 き く 貢 献 し て い る ．  
一 方 、自 然 現 象 に は 、双 曲 型 力 学 系 が 生 み 出 す よ う な 定 常 な 確 率 過 程 と は 別 に 、
非 定 常 な 確 率 過 程 が し ば し ば 観 測 さ れ る ． 例 え ば 、 Rayle igh -Benard 対 流 や 化 学
反 応 に お け る 間 欠 的 乱 流 現 象 や 地 震 現 象 、 気 象 現 象 、 拡 散 現 象 な ど に は 非 定 常 性
が 多 く み ら れ る ． そ し て 、 こ れ ら の 自 然 現 象 の 時 系 列 を 再 帰 写 像 に よ り 解 析 す る
と 、 非 定 常 な 力 学 法 則 （ 非 定 常 カ オ ス 力 学 系 ） の 存 在 が 明 ら か に な っ て き た ． 非
定 常 カ オ ス 力 学 系 に は 、Lyapunov 指 数 が 0 に な る こ と や Poincare 再 帰 時 間 が 発
散 す る こ と 、さ ら に 、パ ワ ー・ス ペ ク ト ル が を 示 す こ と な ど 、所 謂 、s lo w  
dynamics の い く つ か の 特 徴 が あ る こ と が 指 摘 さ れ て い る ． 非 定 常 カ オ ス は 、 双
曲 系 の カ オ ス と は 異 な り 、 そ の 理 論 的 な 解 明 は ま だ 十 分 に で き て い な い が 、 近 年
無 限 測 度 エ ル ゴ ー ド 理 論 と し て 少 し ず つ 研 究 が 進 め ら れ て き て い る ． ま た 、
Dar l ing -Kac -Aaronson の 極 限 定 理 （ DKA 極 限 定 理 ） に よ り 、 ス ケ ー ル さ れ た 長
時 間 平 均 が 分 布 と し て 収 束 す る こ と も 明 ら か に な っ て き て い る ． 非 定 常 カ オ ス 力
学 系 で は 、 通 常 の 大 数 の 法 則 や 小 数 の 法 則 は 破 れ て お り 、 そ の 上 、 比 較 的 長 い 観
測 時 間 を 経 た 後 も 平 均 値 や 分 散 な ど の 統 計 量 が ユ ニ ー ク に 決 ま り 難 い な ど 、 そ の
統 計 的 な 記 述 に も 多 く の 困 難 を 残 し て お り 、 新 し い 視 点 か ら の エ ル ゴ ー ド 性 の 理
解 が 求 め ら れ て い る ．  
本 研 究 で は 、 非 定 常 カ オ ス 力 学 系 の 典 型 的 な モ デ ル で あ る 変 形 ベ ル ヌ ー イ 写 像
を 用 い 、 間 欠 性 の エ ル ゴ ー ド 論 的 側 面 に 焦 点 を 当 て て 長 時 間 平 均 の 振 る 舞 い に 関
す る 統 計 法 則 の 探 求 を 目 指 す ．   
第 1 章 で は 、エ ル ゴ ー ド 論 の 歴 史 的 な 概 観 を 行 い 、非 定 常 カ オ ス 力 学 系 の 典 型
的 な モ デ ル で あ る 変 形 ベ ル ヌ ー イ 写 像 の こ れ ま で に わ か っ て い る 統 計 的 性 質 を 述
べ る ． そ し て 、 非 定 常 カ オ ス 力 学 系 の エ ル ゴ ー ド 問 題 に つ い て の い く つ か の 具 体
的 な 研 究 課 題 を 述 べ る ．  
第 2 章 で は 、観 測 関 数 の 長 時 間 平 均 は 、観 測 関 数 に 応 じ て 、異 な る い く つ か の
普 遍 分 布 に 収 束 す る こ と を 示 す ． 初 め に 、 不 変 測 度 が 有 限 で あ る 場 合 の 長 時 間 平
均 は 、一 定 値 に 収 束 す る 、つ ま り 、デ ル タ 分 布 に な る と い う Birk fo f f の エ ル ゴ ー
ド 定 理 を 数 値 実 験 に よ り 示 す ． 次 に 、 不 変 測 度 が 規 格 化 で き な い 場 合 に は 、 任 意
の 関 数 （ 不 変 測 度 m に 関 す る 平 均 が 有 限 で あ る 関 数 ） に 対 し て ス ケ ー ル さ
れ た 長 時 間 平 均 の 極 限 分 布 が Mittag -Le f f l e r 分 布 に 収 束 す る こ と (DKA 極 限 定 理 )
に つ い て 述 べ る ． 次 に 、 観 測 関 数 の 条 件 が 破 れ た と き の 長 時 間 平 均 の 振 る
舞 い を 解 析 す る ． 具 体 的 に は 、 変 形 ベ ル ヌ ー イ 写 像 を 用 い て 、 い く つ か の 観 測 関
数 に 対 し て 、 長 時 間 平 均 の 振 る 舞 い が 一 般 化 さ れ た 逆 正 弦 定 理 に 従 う こ と を
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 Lampert i の 定 理 を 基 に し て 示 す ． 条 件 が 破 れ る 観 測 関 数 に 対 し て は 、DKA
極 限 定 理 は 適 用 さ れ な い た め 、 こ の 結 果 は 、 エ ル ゴ ー ド 理 論 に お け る 新 し い 普 遍
分 布 を 意 味 し て い る ．  条 件 を 満 た さ な い 観 測 関 数 と し て 相 関 関 数 を 考 え 、
こ の 定 理 を 適 用 す る と 任 意 の 時 間 差 の 相 関 関 数 は 、 一 定 の 分 布 に 収 束 す る こ と が
わ か る ． こ の 結 果 は 、 従 来 の 相 関 関 数 の 振 る 舞 い と は 、 全 く 異 な る も の で あ り 、
非 定 常 カ オ ス 力 学 系 の 新 し い 側 面 を 表 し て い る ． 次 に 、 条 件 を 満 た さ な い
別 の 観 測 関 数 の 場 合 に は 、 安 定 分 布 が 現 れ る こ と を 示 す ． 以 上 を ま と め る と 、 力
学 系 の 長 時 間 平 均 の 分 布 は 、 力 学 系 の 性 質 だ け で な く 、 観 測 関 数 に も 強 く 依 存 し
て い る こ と が わ か る ．  
第 3 章 で は 、変 形 ベ ル ヌ ー イ 写 像 に お け る 統 計 法 則 の 初 期 ア ン サ ン ブ ル 依 存 性
に つ い て 解 析 す る ． 具 体 的 に は 、 変 形 ベ ル ヌ ー イ 写 像 の 時 系 列 か ら 更 新 過 程 を 構
築 し 、 更 新 関 数 や 相 関 関 数 な ど の 統 計 量 を 通 常 更 新 過 程 と 平 衡 更 新 過 程 に 対 し て
更 新 理 論 を 用 い て 解 析 す る ．  
初 め に 、 更 新 の 累 積 数 の ア ン サ ン ブ ル 平 均 で 定 義 さ れ る 更 新 関 数 の ラ プ ラ ス 変
換 を 求 め る こ と に よ り 、 そ の 漸 近 的 な 振 る 舞 い を 明 ら か に す る ． 第 一 に 、 更 新 関
数 の 漸 近 的 な 振 る 舞 い は 、 定 常 領 域 で は 、 時 間 に 比 例 し 、 非 定 常 領 域 で は 、 冪 的
に 増 加 す る こ と を 示 し 、 定 常 領 域 に お け る 比 例 定 数 、 非 定 常 領 域 に お け る 冪 指 数
の パ ラ メ ー タ 依 存 性 を 明 ら か に す る ． 漸 近 的 な 振 る 舞 い は 、 初 期 ア ン サ ン ブ ル に
依 存 し な い が 、 定 常 か ら 非 定 常 へ の 転 移 点 付 近 に お け る 通 常 更 新 過 程 の 更 新 関 数
は 、 上 で 得 ら れ た 漸 近 的 な 振 る 舞 い と は 異 な る 過 渡 的 な も の が 顕 著 に 現 れ る ． 第
二 に 、 更 新 関 数 は 、 あ る 定 義 関 数 の 時 間 和 の ア ン サ ン ブ ル 平 均 と し て 記 述 で き る
た め 、 通 常 更 新 過 程 に お け る ス ケ ー ル さ れ た 長 時 間 平 均 の ア ン サ ン ブ ル 平 均 の 収
束 過 程 を 上 で 述 べ た 過 渡 的 な 振 る 舞 い か ら 特 徴 づ け る ． さ ら に 、 累 積 更 新 数 の 高
次 の モ ー メ ン ト の 漸 近 的 な 振 る 舞 い を 明 ら か に す る ． こ の 結 果 を エ ル ゴ ー ド 論 的
な 観 点 か ら 解 析 す る と 、定 義 関 数 の ス ケ ー ル さ れ た 長 時 間 平 均 は 、Mittag -Le f f l e r
分 布 に 収 束 す る こ と が わ か る ．  
次 に 、 初 期 密 度 が 不 変 密 度 に 収 束 し て い く 過 程 を 中 性 不 動 点 近 傍 の 様 子 に よ り
特 徴 付 け る ． そ の 結 果 、 定 常 か ら 非 定 常 に 転 移 す る 臨 界 パ ラ メ ー タ に お い て 緩 和
が 最 も 遅 く な る こ と が わ か る ． 最 後 に 、 ア ン サ ン ブ ル 平 均 で 定 義 さ れ た 相 関 関 数
の 減 衰 は 冪 減 衰 す る こ と 、 そ し て 、 初 期 ア ン サ ン ブ ル に よ っ て そ の 冪 指 数 が 明 確
に 異 な る こ と を 示 す ． こ の 結 果 は 、 非 定 常 カ オ ス 力 学 系 に お け る 統 計 法 則 が 力 学
系 の 性 質 だ け で な く 初 期 ア ン サ ン ブ ル に 著 し く 依 存 す る こ と を 示 す も の で 、 非 定
常 カ オ ス 力 学 系 の 特 異 な 振 る 舞 い を 顕 著 に 表 し て い る ．  
第 4 章 で は 、変 形 ベ ル ヌ ー イ 写 像 の パ ラ メ ー タ を 時 間 的 に 定 常 領 域 か ら 非 定 常
領 域 ま で 緩 和 さ せ る こ と に よ り 動 的 な 過 渡 現 象 （ 定 常 ー 非 定 常 カ オ ス 遷 移 過 程 ）
の 解 析 を 数 値 計 算 に よ り 行 い 、地 震 現 象 に お け る 非 定 常 性 と の 類 似 性 を 議 論 す る ．
こ の モ デ ル は 、 本 震 が 起 き て か ら そ の 後 に 発 生 す る 余 震 現 象 の モ デ ル に な っ て お
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り 、 パ ラ メ ー タ は 、 地 殻 強 度 を 表 し て い る ． つ ま り 、 本 震 が 起 き る こ と に よ り 、
地 殻 が 弱 ま り そ の 後 時 間 経 過 と 共 に 地 殻 強 度 が 回 復 し て い く 過 程 の モ デ ル と 考 え
る こ と が で き る ．  
第 一 の 結 果 は 、 累 積 余 震 数 の 時 間 領 域 に は 、 三 つ の 異 な る ス ケ ー リ ン グ 領 域 が
存 在 す る こ と で あ る ． 一 番 目 の 初 期 時 間 領 域 で は 、 パ ラ メ ー タ の 時 間 変 化 が 系 の
時 間 変 化 よ り も 遅 い と し た 断 熱 近 似 が 成 立 す る ． 二 番 目 の 時 間 領 域 で は 、 断 熱 近
似 が 破 れ 対 数 ス ケ ー リ ン グ に 従 う ． 三 番 目 の 時 間 領 域 で は 、 パ ラ メ ー タ が ほ ぼ 一
定 値 に 緩 和 し た た め 、 第 ３ 章 で 得 ら れ た 更 新 関 数 の 振 る 舞 い と 同 様 の 冪 則 が 現 れ
る ． 二 番 目 の 時 間 領 域 で 観 測 さ れ る 対 数 ス ケ ー リ ン グ 則 は 、 数 値 計 算 の 観 測 時 間
領 域 の 大 部 分 を 占 め て お り 、 こ の 対 数 ス ケ ー リ ン グ 則 は 、 経 験 的 に 知 ら れ て い る
余 震 現 象 の 統 計 則 で あ る Omori 公 式 を よ く 再 現 し て い る こ と を 指 摘 す る ．  
第 二 の 結 果 は 、 累 積 余 震 数 を 観 測 時 間 全 体 で フ ィ ッ ト さ せ た 対 数 関 数 と 累 積 余
震 数 と の 最 大 ず れ が 起 こ る ま で の 待 ち 時 間 分 布 が Weibul l 分 布 か ら 対 数 Weibul l
分 布 へ ク ロ ス オ ー バ ー を 示 す こ と で あ る ． 対 数 ス ケ ー リ ン グ 則 か ら の ず れ が 大 き
く な っ た 後 に は 、 大 き な 余 震 が 起 き る こ と が 地 震 観 測 か ら 示 唆 さ れ て い る た め 、
こ の 結 果 は 最 大 余 震 の 待 ち 時 間 分 布 を 意 味 し て い る と 考 え ら れ る ． 最 大 余 震 に 関
す る 統 計 法 則 は あ ま り 知 ら れ て い な い が 、 最 大 余 震 の 待 ち 時 間 の 確 率 密 度 分 布 は
冪 指 数 が １ の 逆 冪 分 布 に 従 う こ と が わ か っ て い る （ Utsu の 公 式 ）． 対 数 Weibul l
分 布 の 確 率 密 度 関 数 の 漸 近 挙 動 は 、 補 正 項 を 無 視 す れ ば 、 冪 指 数 １ の 逆 冪 分 布 に
な る た め 、こ こ で 得 ら れ た 結 果 は 、Utsu の 公 式 を よ く 再 現 し て い る こ と を 指 摘 す
る ．  
第 5 章 で は 、結 果 の ま と め と 展 望 を 述 べ る ．非 定 常 カ オ ス は 大 数 の 法 則 を 破 る
た め 、 通 常 の 統 計 的 な 記 述 が 困 難 に な っ て い る ． 本 研 究 で 得 ら れ た 新 し い エ ル ゴ
ー ド 性 の 知 見 は 、 乱 流 現 象 や 化 学 反 応 、 地 震 現 象 、 気 象 現 象 な ど に し ば し ば 出 現
す る 非 定 常 現 象 に 対 す る 新 し い 統 計 的 な 記 述 と し て 利 用 で き る も の と 思 わ れ る ．
具 体 的 に は 、 非 定 常 な 自 然 現 象 の 長 時 間 平 均 の 振 る 舞 い 、 例 え ば 、 気 象 現 象 に お
け る 日 照 率 の よ う な 長 時 間 平 均 で 定 義 さ れ る 量 そ の も の が 、 確 率 変 数 と し て 記 述
可 能 で あ る と い う こ と で あ る ． 最 後 に 、 力 学 的 体 系 を 表 す Γ 空 間 の 一 本 の 軌 道 が
示 す 不 可 逆 性 を 非 定 常 カ オ ス の エ ル ゴ ー ド 性 の 視 点 か ら 考 察 す る ．  
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